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Аннотация: На стыке общего и высшего профессионального образования актуальна проблема преем-
ственности в обучении. В частности, это касается преемственности при изучении математического анализа 
в школе и вузе. Положительный потенциал школьного курса начал математического анализа не только 
формирует у выпускников математическую культуру и научное мировоззрение, но и играет большую роль 
в их дальнейшем обучении в вузе, особенно на физико-математических и информационно-технологических 
направлениях. Для организации успешного обучения математическому анализу в вузе и предотвращения 
возможных затруднений преподавателю дисциплины необходимо проводить актуализацию уже имеющихся 
знаний, умений и навыков бывших школьников и обеспечить преемственность теоретического материала 
и формул математического анализа уровней школы и вуза. Цель – провести исследование методических 
особенностей преемственности некоторых математических формул при изучении математического анализа. 
В качестве примеров таких преемственных формул рассмотрены две степенные формулы суммирования: 
биномиальная формула сокращенного умножения Ньютона и формула суммы бесконечно убывающей 
гео метрической прогрессии. Эти формулы являются основополагающими в алгебре и в математическом 
анализе при работе с многочленами и аналитическими функциями. Знание этих формул и их обобщенных 
версий, а также умение применять эти формулы на практике позволяет учащимся использовать более 
рациональные и креативные методы решения задач математического анализа на вычисление пределов 
последовательностей и функций. В результате предложенный в работе методический подход к применению 
данных формул позволяет универсальным методом решать задачи как школьного, так и вузовского раздела 
теории пределов в курсе математического анализа, тем самым он демонстрирует пример эффективного 
решения проблемы преемственности математического образования в системе школа – вуз.
Ключевые слова: преемственность, математический анализ, бином Ньютона, бесконечная геометрическая 
прогрессия, формула Тейлора-Маклорена, предел функции
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Abstract: Continuity is very important at the intersection of school and higher education. In particular, it concerns 
the continuity of mathematical analysis at school and university. The school course of basic mathematical analysis 
brings up mathematical culture and scientific outlook. It is crucial for higher education in physics, mathematics, 
and information technology. To structure the course of mathematical analysis and prevent possible difficulties, 
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the university professor needs to actualize the existing knowledge and skills in first-year students by providing 
the continuity of theory and practice. The article describes the methodological approach to continuity for some 
mathematical formulas in the university course of mathematical analysis, i.e., the two-degree summation formulas 
of Newton’s binomial formula of reduced multiplication and the formula of the sum of infinitely decreasing geometric 
series. In algebra and mathematical analysis, these formulas are used to work with polynomials and analytic functions. 
These formulas and their generalized versions allow university students to use more rational and creative methods 
of mathematical analysis for calculating limits of sequences and functions. They provide a universal method that 
can be applied to problems of the theory of limits in the course of mathematical analysis at school and university. 
The case is an example of effective continuity of mathematical education in the school-university system.
Keywords: continuity, mathematical analysis, Newton’s binomial, infinite geometric progression, Taylor-Maclaurin 
formula, limit of function
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Введение
Проблема преемственности в обучении приобретает 
сегодня все большую значимость в связи с переходом 
к системе непрерывного образования [1]. Особенно 
актуально решение этой проблемы на стыке общего 
и высшего профессионального образования, когда 
меняется не только образовательное учреждение, 
но и система изложения учебного материала. В дидак-
тике большое значение придается опоре нового 
учебного материала на старые уже имеющиеся знания 
и навыки, на систему сложившихся связей. Для этого 
рекомендуется соблюдать преемственность изучаемого 
материала, а также учитывать развитие старых знаний 
под влиянием новых [2]. Когда при изучении нового 
материала привлекаются старые знания, ранее изу-
ченные утверждения и формулы, то они обновляются, 
становятся более мобильными и часто приобретают 
более углубленный или более обобщенный смысл, 
а новый материал на основе этого легче и быстрее 
усваивается. По мнению К. Д. Ушинского, процесс 
усвоения знаний – это процесс установления связи 
между вновь приобретенными и старыми знаниями, 
между которыми имеются внутренние связи [3].

Изучение основ математического анализа в рамках 
средней школы носит общеобразовательный характер 
и предполагает, что выпускники школ должны овладеть 
определенным набором знаний, умений и навыков 
по элементам математического анализа, формиру-
ющих у них математическую культуру и научное 
мировоззрение [4]. Однако часто после успешного 
изучения школьных начал математического анализа 
обучающиеся, будучи уже студентами, сталкиваются 
с проблемами в изучении математического анализа 
в вузе. Это прежде всего связано с различием в мето-
дических особенностях обучения в школе и в вузе, 
а также с использованием непривычного для вче-
рашнего школьника формально-символьной системы 

изложения материала. Во избежание таких проблем 
и для обеспечения естественной преемственности 
обучения математическому анализу между школой 
и вузом необходимо понимать, что школьный курс 
алгебры, включающий элементы математического 
анализа, в силу возрастных особенностей школьников 
изучается на пропедевтическом уровне. Многие поня-
тия математического анализа изучаются на школьном 
уровне без строгих определений и формулировок, 
основываясь на их наглядно-графическом пред-
ставлении [5; 6]. Поэтому изучение полного курса 
математического анализа в вузе должно учитывать 
и развивать начальные знания студентов, которые они 
приобрели в школе, постепенно наделяя их формально- 
символьным представлением, строгими математиче-
скими определениями и доказательствами. Имеющиеся 
знания как вспомогательные или как связывающие 
звенья позволят студентам быстро выйти на новый 
уровень знаний и навыков по курсу математического 
анализа в вузе. Бывшие школьники, став студентами, 
для успешного обучения математическому анализу 
в вузе, говоря словами К. Д. Ушинского, «идя все 
дальше и дальше, не должны оставить бесполезным 
позади себя то, что уже приобрели» [цит. по: 3, с. 8]. 
Преподаватели математического анализа в вузе должны 
проводить процесс обучения с учетом специфики 
содержания знаний и представлений студентов, 
приобретенных в школе [7–9]. В частности, для реа-
лизации эффективной преемственности обучения 
математическому анализу преподавателю требуется 
учитывать методические особенности использования 
школьных формул математики в курсе математиче-
ского анализа в вузе. 

Согласно утвержденному ФГОС среднего общего 
образования, в школьном курсе «Алгебра и начала 
математического анализа» в 11 классе изучаются 
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такие понятия математического анализа, как предел 
последовательности, непрерывность и производная 
функции, определенный интеграл [10; 11]. Данные 
понятия имеют в школе наглядно-интуитивный уро-
вень изучения, при котором изложение соответству-
ющей теории проводится без рассмотрения сложных 
в техни ческом отношении и трудных для понимания 
учащихся вопросов [12]. Многие используемые в школе 
математические формулы приводятся без строгого 
доказательства, которое по объективным причинам 
непосильно школьникам [13; 14]. Знания и умения  
выпускников 11 класса должны включать представление 
о физическом и геометрическом смысле производной, 
умение применять производную к исследованию функ-
ции и построению ее графика, формулы производных 
и первообразных элементарных функций, интеграль-
ную формулу Ньютона-Лейбница, формулу суммы 
бесконечно убывающей геометрической прогрессии, 
комбинаторную формулу сокращенного умножения 
бинома Ньютона [15–18]. 

Вузовские учебники математического анализа, 
по которым ведется преподавание курса, в большинстве 
своем не учитывают уровень школьной подготовки 
и имеющиеся начальные знания студентов [19–23]. 
В зависимости от учебных планов направлений это 
иногда компенсируется проведением адаптационных 
занятий перед изучением основной дисциплины. 
Но, к сожалению, такая вузовская пропедевтика 
позволительна по плану не всегда. Поэтому для пре-
дотвращения возможных проблем в обучении студен-
тов и обеспечения преемственности преподавателю 
дисциплины «Математический анализ» необходимо 
проводить актуализацию уже имеющихся знаний, 
умений и навыков бывших школьников. С этой целью 
в самом начале обучения рекомендуется выяснить, 
какими входными знаниями и навыками обладают 
студенты, а далее по мере изучения дисциплины напо-
минать студентам об уже известных им утверждениях 
и формулах, приводить и доказывать их обобщения, 
акцентировать внимание на наиболее подходящих 
из них на соответствующем этапе обучения. 

На основе личного многолетнего опыта преподава-
ния математического анализа для студентов первого 
курса физико-математических и педагогических 
направлений Кемеровского государственного универ-
ситета и анализа учебно-методических материалов 
по дисциплине автором было проведено исследование 
преемственности некоторых математических формул 
в школе и вузе при изучении математического анализа.

В полном курсе математического анализа в вузе 
кроме характерных формул анализа, таких как фор-
мулы производных и первообразных, встречаются 
к тому же и другие полезные алгебраические формулы, 
известные студентам еще со школы. Для всех формул, 
как старых, уже известных со школы, так и новых, 

в системном курсе анализа приводится строгое дока-
зательство аналитическими методами через теорию 
пределов, дифференциальное или интегральное 
исчисление. Некоторые школьные формулы могут 
быть успешно использованы при вычислении пределов 
функций, но свое полное строгое доказательство они 
получают в более поздних разделах анализа, таких 
как дифференциальное исчисление, теория рядов и др. 

Для исследования методических особенностей 
использования формул школьной математики в курсе 
математического анализа в данной статье будут рас-
смотрены методы решения, применяющие степенную 
биномиальную формулу сокращенного умножения 
Ньютона и формулу суммы бесконечно убывающей 
геометрической прогрессии. Эти формулы являются 
основополагающими в алгебре и в математическом 
анализе при работе с многочленами и аналитиче-
скими функциями. В частности, владение этими 
формулами и их обобщениями позволяет учащемуся 
быстро сориентироваться в деталях доказательства 
ряда утверждений из теории пределов, а также 
использовать более рациональные методы решения 
соответствующих задач. 

Цель – провести исследование методических осо-
бенностей преемственности некоторых математиче-
ских формул при изучении математического анализа

Результаты 
Теория пределов (как и другие разделы математического 
анализа) требует особого внимания и определенного 
уровня подготовки учащихся к восприятию теорети-
ческого и задачного материалов в силу их высокого 
уровня формальности и абстракции [24]. Это ослож-
няет процесс обучения вчерашних школьников, 
ориентированных на наглядно-интуитивную систему 
восприятия учебного материала. Использование базы 
из уже известных формул из школьной математики 
для доказательства математических утверждений 
и решения практических задач математического 
анализа облегчает восприятие новых понятий, помо-
гает быстрее осознать ход решения задач и детали 
доказательства. К таким формулам в теории пределов 
математического анализа можно отнести формулу 
бинома Ньютона и формулу суммы бесконечно убы-
вающей геометрической прогрессии. Эти формулы 
активно используются в комбинаторике, алгебре 
и математическом анализе и легко допускают обоб-
щения. Обе формулы в обобщенном виде являются 
формулами Тейлора-Маклорена [25]. Они вводятся 
и получают строгое доказательство в разделе диффе-
ренциального исчисления, но могут быть вовлечены 
в процесс обучения значительно раньше, как обоб-
щения одноименных школьных формул математики.

Классическая формула бинома Ньютона помогает 
возвести сумму двух чисел в любую натуральную 
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степень. В курсе математики общеобразовательной 
школы изучаются и активно применяются частные 
случаи этой формулы для второй и третьей степени 
бинома, называемые квадрат и куб суммы двух чисел 
соответственно [15–17]. В профильных математических 
классах [18] также изучается общий случай степенной 
формулы бинома для натуральной степени n, которая 
имеет вид:

(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑛𝑛𝑛𝑛 = �𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 ∙ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 ∙ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

 ,

где биномиальными коэффициентами являются Cn
k –  

это числа сочетаний из n по k, значение которых можно 
найти по комбинаторной формуле 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 =

𝑛𝑛𝑛𝑛!
(𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑘𝑘𝑘𝑘)! ∙ 𝑘𝑘𝑘𝑘!

  
или из треугольника Паскаля:

Преобразовав бином к виду, когда константа 
a = 1, формулу (1) можно переписать так:

(1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 + �
𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 2) ∙ … ∙ �𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 1)�

𝑘𝑘𝑘𝑘!
∙ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 =

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑘𝑘=1

 

= 1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥 +
𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1)

2!
𝑥𝑥𝑥𝑥2 +

𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 2)
3!

𝑥𝑥𝑥𝑥3 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛−1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛. 

При вычислении пределов рациональных функ-
ций f(x), содержащих степенные биномы в числителе 
и знаменателе, при x → 0 достаточно по формуле (2) 
выписать только первые младшие степени с ненуле-
выми коэффициентами. Именно младшие степени 
будут оказывать прямое влияние на значение предела, 
а все более старшие степени в пределе сводятся к нулю 
и становятся нейтральными элементами полученного 
предельного значения. Поэтому нет необходимости 
выписывать все слагаемые формулы бинома цели-
ком, можно ограничиться только первыми степенями 
с ненуле выми коэффициентами, а все последующие 
более старшие степени записать в сжатом виде с помо-
щью о-малого [19; 20]:

lim
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝐴𝐴𝐴𝐴𝑥𝑥𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑜𝑜𝑜𝑜(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚)
𝐵𝐵𝐵𝐵𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑜𝑜𝑜𝑜(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘)

= �

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐵𝐵𝐵𝐵

, если 𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑘𝑘𝑘𝑘

0, если 𝑚𝑚𝑚𝑚 > 𝑘𝑘𝑘𝑘
∞, если 𝑚𝑚𝑚𝑚 < 𝑘𝑘𝑘𝑘

.

Не вдаваясь в теоретические подробности о-симво-
лики [20–22], здесь достаточно объяснить учащимся, 
что символом o(xn) при x → 0 будем обозначать любой 
многочлен переменной x, состоящий из одночленов 
степени строго больше n. На основании этого устано-
вить, что отношение  𝑜𝑜𝑜𝑜(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛)

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛
  кратно x, а значит  𝑜𝑜𝑜𝑜(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛)

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛
 → 0  

при x → 0, т. е. является бесконечно малой функцией 
при x → 0 и будет обозначаться o(1). Такой подход 
к вычислению пределов не требует специальных знаний 

теории o-символики и доступен как школьникам, 
так и студентам на пропедевтическом уровне (прим. 1). 

Пример 1.
Найти значение предела  lim

𝑥𝑥𝑥𝑥→0

(1+𝑥𝑥𝑥𝑥)6−(1+6𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝑥𝑥𝑥𝑥2+7𝑥𝑥𝑥𝑥5−2𝑥𝑥𝑥𝑥7

. 

Решение: 

При условиях, что x → 0 и a = 1, те же биномиальные 
коэффициенты могут быть использованы для суммы 
степеней бинома (1 + x)α для α→ ∈ :

(1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥)𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1 + �
𝛼𝛼𝛼𝛼(𝛼𝛼𝛼𝛼 − 1)(𝛼𝛼𝛼𝛼 − 2) ∙ … ∙ �𝛼𝛼𝛼𝛼 − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 1)�

𝑘𝑘𝑘𝑘!
∙ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑘𝑘=1

+ 𝑜𝑜𝑜𝑜(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛),  

x ,α→ ∈0 .

Такая формула для (1 + x)α при x ,α→ ∈0   содержит 
в общем случае бесконечное число степенных одночле-
нов указанного вида и называется формулой Тейлора-
Маклорена для степенного бинома [23]. Ее строгое 
доказательство, наряду с доказательствами формул 
Тейлора-Маклорена для функций ex,sin x,cos x,ln(1 + x), 
приводится в разделе дифференциального исчисле-
ния [21–23]. Но при знании учащимися школьной 
формулы (2) формулу (4), имеющую такие же бино-
миальные коэффициенты, можно ввести в практику 
вычисления пределов значительно раньше, рассмат-
ривая ее как обобщение формулы бинома Ньютона 
на случай действительного значения показателя 
степени (прим. 2). 

Пример 2. 
Найти значение предела lim

𝑥𝑥𝑥𝑥→0

𝑥𝑥𝑥𝑥3+𝑥𝑥𝑥𝑥6

√1+5𝑥𝑥𝑥𝑥5 −1−𝑥𝑥𝑥𝑥+2𝑥𝑥𝑥𝑥2
. 

Решение:

1
1 1

1 2 1
      1      3      3      1      
1       4       6       4     1

             1       5      10     10     5     1             
        1      6      15     20     15    6     1        
  1                 …       …          …                1   

 

 lim
𝑥𝑥𝑥𝑥→0

(1+𝑥𝑥𝑥𝑥)6−(1+6𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝑥𝑥𝑥𝑥2+7𝑥𝑥𝑥𝑥5−2𝑥𝑥𝑥𝑥7

= �0
0
� = �

Распишем (1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥)6 
по формуле (2) до 
второй степени 𝑥𝑥𝑥𝑥2

� = 

=  lim
𝑥𝑥𝑥𝑥→0

1 + 6𝑥𝑥𝑥𝑥 + 6 ∙ (6 − 1)
2! 𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑜𝑜𝑜𝑜(𝑥𝑥𝑥𝑥2) − 1 − 6𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑜𝑜𝑜𝑜(𝑥𝑥𝑥𝑥2)

= lim
𝑥𝑥𝑥𝑥→0

15𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑜𝑜𝑜𝑜(𝑥𝑥𝑥𝑥2)
𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑜𝑜𝑜𝑜(𝑥𝑥𝑥𝑥2)

= �
Поделим числитель 
и знаменатель на 
младшую степень 𝑥𝑥𝑥𝑥2 

= lim
𝑥𝑥𝑥𝑥→0

15 + 𝑜𝑜𝑜𝑜(1)
1 + 𝑜𝑜𝑜𝑜(1)

=
15
1

= 15. 

= 

 � =

lim
𝑥𝑥𝑥𝑥→0

𝑥𝑥𝑥𝑥3+𝑥𝑥𝑥𝑥6

√1 + 5𝑥𝑥𝑥𝑥5 − 1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2𝑥𝑥𝑥𝑥2
= �

0
0
� = �

Распишем (1 + 5𝑥𝑥𝑥𝑥)1 5�

по формуле (4) до 
третьей степени 𝑥𝑥𝑥𝑥3

� = 

lim
𝑥𝑥𝑥𝑥→0

𝑥𝑥𝑥𝑥3+𝑜𝑜𝑜𝑜(𝑥𝑥𝑥𝑥3)

1+15∙5𝑥𝑥𝑥𝑥+
1
5�
1
5−1�
2! (5𝑥𝑥𝑥𝑥)2+

1
5�
1
5−1��

1
5−2�

3! (5𝑥𝑥𝑥𝑥)3+𝑜𝑜𝑜𝑜(𝑥𝑥𝑥𝑥3)−1−𝑥𝑥𝑥𝑥+2𝑥𝑥𝑥𝑥2

= lim
𝑥𝑥𝑥𝑥→0

𝑥𝑥𝑥𝑥3+𝑜𝑜𝑜𝑜(𝑥𝑥𝑥𝑥3)
1+𝑥𝑥𝑥𝑥−2𝑥𝑥𝑥𝑥2+6𝑥𝑥𝑥𝑥3+𝑜𝑜𝑜𝑜(𝑥𝑥𝑥𝑥3)−1−𝑥𝑥𝑥𝑥+2𝑥𝑥𝑥𝑥2

= lim
𝑥𝑥𝑥𝑥→0

𝑥𝑥𝑥𝑥3+𝑜𝑜𝑜𝑜(𝑥𝑥𝑥𝑥3)
6𝑥𝑥𝑥𝑥3+𝑜𝑜𝑜𝑜(𝑥𝑥𝑥𝑥3)

=  lim
𝑥𝑥𝑥𝑥→0

1+𝑜𝑜𝑜𝑜(1)
6+𝑜𝑜𝑜𝑜(1)

= 1
6
. 

= 

= = 

(2)
(4)

(3)

(1)
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Используя замены переменных t = x – a при x → a,  
{ }α \∈ 0  и t = x

1  при x → ∞, обобщенную формулу 
бинома Ньютона можно использовать для вычисления 
пределов функций с предельными точками, отличными 
от нуля (примеры 3 и 4).

Пример 3. 
Найти значение предела lim

𝑥𝑥𝑥𝑥→7

√𝑥𝑥𝑥𝑥+2− √𝑥𝑥𝑥𝑥+203

√𝑥𝑥𝑥𝑥+94 −2
. 

Решение: Воспользуемся соответствующей заменой 
переменной, чтобы прийти к нулевой предельной 
точке:

Здесь было использовано свойство: o(t) ± o(t)= o(t) 
при t → 0, которое легко устанавливается на основе 
того, что каждое o(t) – это произвольный многочлен 
переменной t, состоящий из одночленов степени 
строго больше первой.

Пример 4. 
Найти значение предела lim

𝑥𝑥𝑥𝑥→+∞
𝑥𝑥𝑥𝑥3 2� �√𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2 − 2√𝑥𝑥𝑥𝑥 + 1 + √𝑥𝑥𝑥𝑥�. 

Решение: 

Аналогично предыдущему примеру, при преоб-
разовании выражения в числителе воспользовались 
свойствами: o(C ∙ tk) = C ∙ o(tk) = o(tk), o(tk) ± o(tk) = o(tk)  
при t → 0, C = const, для k = 2.

Продемонстрированные в примерах способы вычис-
ления пределов с применением обобщенной биноми-
альной формулы алгоритмически схожи (с точностью 
до замены переменной), являются универсальными, 
поэтому легко запоминаются и воспроизводятся. Эти 
способы позволяют решать задачи на вычисление 
пределов как школьного, так и вузовского уровней, 
демонстрируя пример эффективного решения проб-
лемы преемственности математического образования 
в системе школа – вуз. Обучающиеся профильных 
классов могут получить опыт решения задач по мате-
матическому анализу с использованием этих формул 
уже на уровне среднего образования, который будет 
также востребован в ходе продолжения математиче-
ского образования в вузе.

Формула суммы бесконечно убывающей геометри-
ческой прогрессии (б. у. г. п.) сама по себе является 
предельным значением суммы конечной геометриче-
ской прогрессии, но (как и формула бинома) хорошо 
известна выпускникам школ. Она имеет вид:

𝑆𝑆𝑆𝑆 = 1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑥𝑥2 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛 + ⋯ =
1

1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥
, где |𝑥𝑥𝑥𝑥| < 1. 

Она получается как предел при n → ∞ от суммы 
конечной геометрической прогрессии: 

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑥𝑥2 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1−𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛∙𝑥𝑥𝑥𝑥
1−𝑥𝑥𝑥𝑥

 . 

Так же как обобщенная формула бинома Ньютона (4), 
формулу суммирования (5) можно получить как частный 
случай формулы Тейлора-Маклорена для степенного 
бинома с показателем степени α = –1:

1
1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥

= 1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑥𝑥2 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑜𝑜𝑜𝑜(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛),при 𝑥𝑥𝑥𝑥 → 0. 

Знание школьной формулы (5) позволяет уча-
щимся быстро выполнить разложение по формуле 
Тейлора дробно-степенной функции в окрестности 
заданной точки, а также проводить оценки сверху при 
доказательстве степенных неравенств и при доказа-
тельстве сходимости числовых последовательностей 
по теореме Вейерштрасса, теореме о зажатой после-
довательности и критерию Коши (прим. 5).

Пример 5. 
Доказать ограниченность сверху числовой последо-
вательности 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛 = �1 + 1

𝑛𝑛𝑛𝑛
�
𝑛𝑛𝑛𝑛

. 

Доказательство: преобразуем выражение общего члена 
последовательности по формуле бинома Ньютона (2):

lim
𝑥𝑥𝑥𝑥→7

√𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2 − √𝑥𝑥𝑥𝑥 + 203

√𝑥𝑥𝑥𝑥 + 94 − 2
= �

0
0
� = �

Замена        
𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑥𝑥𝑥𝑥 − 7        
𝑡𝑡𝑡𝑡 → 0 при 𝑥𝑥𝑥𝑥 → 7
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 + 7  

𝑡𝑡𝑡𝑡→0

(9 + 𝑡𝑡𝑡𝑡)
1
2 − (27 + 𝑡𝑡𝑡𝑡)

1
3

(16 + 𝑡𝑡𝑡𝑡)
1
4 − 2

=  lim
𝑡𝑡𝑡𝑡→0

3(1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡
9)

1
2 − 3(1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡

27)
1
3

2(1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡
16)

1
4 − 2

= lim
𝑡𝑡𝑡𝑡→0

3 ∙ �(1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡
9)

1
2 − (1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡

27)
1
3�

2 ∙ �(1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡
16)

1
4 − 1�

= �
Распишем   биномы
 по формуле (4)         
до первой степени 𝑡𝑡𝑡𝑡

� = 

= 3
2
∙ lim
𝑡𝑡𝑡𝑡→0

1+12∙
𝑡𝑡𝑡𝑡
9+𝑜𝑜𝑜𝑜(𝑡𝑡𝑡𝑡)−�1+13∙

𝑡𝑡𝑡𝑡
27+𝑜𝑜𝑜𝑜(𝑡𝑡𝑡𝑡)�

1+14∙
𝑡𝑡𝑡𝑡
16+𝑜𝑜𝑜𝑜(𝑡𝑡𝑡𝑡)−1

= 3
2
∙ lim
𝑡𝑡𝑡𝑡→0

1+ 𝑡𝑡𝑡𝑡
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В полученном выражении для каждого k = 1,2,…,n – 1  
воспользуемся очевидными оценками сверху:

1. �1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛
� < 1; 

2. 1
𝑘𝑘𝑘𝑘!

= 1
1∙2∙3∙…∙𝑘𝑘𝑘𝑘

< 1
1∙2∙2∙…∙2

= 1
2𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

. 

В итоге для каждого натурального n получим:

Таким образом, было доказано, что для каждого 
натурального n справедлива оценка xn < 3, что и озна-
чает ограниченность сверху для последовательности xn.

Заметим, что хотя для решения приведенных здесь 
задач используются различные методы из теории пре-
делов, но при этом в основе всех решений заявлены 
знакомые школьные формулы. Это сразу облегчает 
восприятие данных решений до уровня школьных 
и делает их доступными большинству обучающихся.

Заключение
Обобщенные варианты формулы бинома Ньютона и фор-
мулы суммы бесконечно убывающей геометрической 
прогрессии представляют разложение соответствующих 
степенных функций по формуле Тейлора-Маклорена. 
Предлагается предварительное применение обобщенных 
формул в начальных разделах курса математического 
анализа еще до момента их строгого доказательства 
как формул Тейлора-Маклорена. Это подразумевает 
применение уже известных математических формул, 
но в новом статусе и с новыми условиями. В частности, 
предлагается использовать комбинаторную формулу 
бинома для вычисления пределов. Для этого рекомен-
дуется выполнить постепенный переход в применении 
этой формулы с классического случая для натуральной 
степени бинома на случай произвольной степени 

бинома с теми же биномиальными коэффициентами, 
но с дополнительным условием на члены бинома. При 
этом вводится сокращенная форма записи бесконеч-
ных сумм на основе наглядно-интуитивного понятия 
о-малого, что в дальнейшем облегчает введение 
строгого определения этого абстрактного понятия 
из о-символики. Благодаря этому новый учебный 
материал и соответствующие ему практические 
задачи опираются на уже знакомые формулы, а значит 
быстрее и легче усваиваются студентами, что очень 
важно на начальном этапе обучения в вузе. Новое 
применение «старой» формулы бинома позволяет 
студентам быстро освоить технически простой, но при 
этом универсальный способ вычисления пределов 
рациональных и иррациональных функций с необхо-
димыми ограничениями на переменную, а также дает 
наглядное вводное представление о формулах Тейлора-
Маклорена, доказываемых в последующем разделе 
курса. Столь же полезной в практике математического 
анализа оказывается применение формулы суммы 
бесконечно убывающей геометрической прогрессии. 
Эта формула суммирования является результатом 
предельного перехода в формуле для суммы конечной 
геометрической прогрессии и может быть представлена 
как частный случай биномиальной формулы Тейлора-
Маклорена. Она (так же как и формула бинома Ньютона) 
хорошо известна выпускникам школ и позволяет легко 
упрощать сложные степенные выражения с признаками 
убывающей геометрической прогрессии. 

Основными методическими особенностями исполь-
зования рассмотренных формул из школьного курса 
алгебры в курсе математического анализа в вузе, 
выявленными в работе, являются:

• необходимость преобразований формул к эквива-
лентному виду, имеющему новую практическую 
значимость;

• использование формул в нетипичных задачах, т. е. 
в задачах, не вполне соответствующих их назна-
чению в школьной математике;

• общий вид слагаемых в обобщенных формулах 
не меняется, что обеспечивает легкую преем-
ственность этих формул; 

• мотивация студентов к освоению новых понятий, 
связанных с обобщенной формулой;

• обобщенные формулы представляют разновид-
ность формулы Тейлора-Маклорена для степенных 
функций;

• наглядная предварительная демонстрация актуаль-
ности разложения по формулам Тейлора-Маклорена.

В соответствии с приведенными особенностями 
преподавателям математического анализа в вузе 
для достижения эффективности и качества образова-
тельного процесса можно рекомендовать следующий 
алгоритм использования указанных формул в начальных 
разделах курса: Предел числовой последовательности, 
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Предел и непрерывность функции и Дифференциальное 
исчисление:

1. Повторение необходимых формул в вводной 
части курса.

2. Преобразование формул к эквивалентному виду, 
актуальному в курсе математического анализа.

3. Введение обобщенных вариантов формул с ука-
занием необходимых для них условий (без приве-
дения строгого доказательства, со ссылкой на дока-
зательство формул Тейлора-Маклорена в разделе 
«Дифференциальное исчисление»).

4. Выделение характерных отличий обобщенных 
формул от исходных.

5. Обсуждение возможности различных форм записи 
обобщенных формул с введением понятия о-малого 
от степени на наглядно-интуитивном уровне.

6. Применение обобщенных формул при доказа-
тельстве сходимости и при вычислении пределов.

7. Строгое определение понятия о-малого на основе 
используемого в обобщенных формулах вводного 
понятия о-малого от степени.

8. Использование биномиальных формул в качестве 
готовых наглядных примеров разложения элементар-
ных функций по формуле Тейлора-Маклорена.
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